
(80423) (1) ������� ������� ������ ������
'� ���� – �"��� – ����� �����

���� .���� �� D0 ����� ������ ����������� Γ ������ ����� ���� ����� ���� .� .111
.���������� ���� �� ����

-������� ���� Γ .������ ����� ����� ����� ,����� ����� ������ ����� Γ ��� .���������������
����� ��� .����� ����� ��� ���� �� ��� D0-� ����������� ���� ��� �� ,D0-� ����
����� �� ������ ������ ∆ ��� .σ ���������� ����� �� Γ-� D0-� φ1, . . . , φn �����
D0-� σ �� �� ����� �� ��� φ1, . . . , φn ������ ��� ,��� ������ ������ �������� Γ
���� ∆-� ���� �� ����� σ-� ������� ∆ |= σ ���� ����� D0 ����� ������ ������ .∆-�

.������ ����� ���� Γ ���� ������
(�����) ����� �� Models(φ)-� ���� L �� φ ����� .������ ����� �� ��� L ��� .�
�� B-� A ������� ��� .B = Models(ψ) -� A = Models(φ) ���� .φ �� �������

.Models(φ → ψ) ��� Models(φ ∨ ψ) �� ,Models(φ ∧ ψ)
������� ���� ��� �� �� A ����� ����� φ ∧ ψ �� Models(φ ∧ ψ) = A ∩ B .���������������
��� ����� ��� A ����� ����� φ ∨ ψ �� Models(φ ∨ ψ) = A ∪ B .�� ����� ψ-� φ

������� ������ ��� Ac -� ���� ,Models(φ → ψ) = Ac ∪ B .�� ����� ψ-� φ �������
�� ,A-� ����� ������ �� (�����) ����� ��� ����� ,������ �� (�����) ������ A-�

.�� ����� ψ-� �� A-� ����� ���� φ ��� A ����� ����� φ → ψ

�� �������� ����� �� F ������� φ ������ ����� �� �������� ���� x ������ .�
.���� F (φ) = 0 -� φ-� ����� x �� F (φ) = 1 -�

.���� F (φ) = 1 -� φ-� ����� x �� F (φ) = 1 φ ����� �����
.F (¬φ) = F (φ)

.F (φ�ψ) = max(F (φ), F (ψ)) � �����-�� ����
.F (Qyφ) = F (φ) x-� ����� y ������� ,F (Qxφ) = 0 Q ����

-��� ������ ����� ≈ ������� ���� �� ������� ������� ������ ����� �� ��� L ��� .�
.F �����

? {0, 1} ������ ��� ������ L-� �� ����� ��� (i)
����� ���� ���� ��� ���� ?��� ����� ��� ������������ ��� �� ������� ������ ��� (ii)
������� ��� ��� .����������� ��� ����� ��� ������������ �� �� ���� �����������
,������ ���� ����� ����� ������ ������ �� ��� ��� ����� ���� ���� ���� ������������

.��� ����� �� ����
����� ��� {0, 1} ������ ��� ������ ������ ���� ���� ≈ �� ����� ������ (i) .���������������

.22 = 4 ���� {0, 1} -� {0, 1} -� ���������
��� (FA ��� ������) A(F) ��� A ������ ��� �� ������ E1 �� ������� ������ (ii)
�� ������ E3-� ,����� ������� ��� A(F) �� A ����� �� ������ E2 ,����� �������

.A(F)(1) = 0 -� A(F)(0) = 1 �� A �����
����� �� ����� ∀x(F(x) ≈ x) ����� ,E1 ����� �� ����� ∀x∀y(F(x) ≈ F(y)) �����

.E3 �� ����� �� ����� ( ∀x(F(x) 6≈ x) ��� �����) ∀x¬(F(x) ≈ x) ������ ,E2 ��
�������� ������ �� �� ,������� �� ���� ,������ ��� ���� �� ����� ������ ���� .������������
.������ ��� ������ �"� ����� ��� ������ .���� ������ ������ ��� ������ ������ ���
����� ���� ���� �� ,E1-� ������ ��� ��� ������� ����� �� ������ ����� ���� ���



���� ��� �� ���� ������ ������ ����� ����� ��� ���� ,1 ��� ������ 0 ��� A(F) ��
�"� ���� E1 �� ������ ��� ��� H ������������ .0 ,���� ,��� ������ ���� ����� ��� ��

.H(1) = 0 ,H(0) = 1

.φ(x) ������ x ������ ���� c ����� ����� ����� ������� ������ φ(c) ��� .222
A ����� φ(c) ������ �� ( φ(c)A,s ,��� ������) val(A, s, φ(c)) ���� �� ��� .�

����� φ(x) ������ �� ( φ(x)A,s′ ,��� ������) val(A, s′, φ(x)) ���� ������� s ������
.s′ ������ ������ A

.x ������ ���� c ����� ����� ���� �"� ���� ������ ���� �� t(c)-� ��� �� t ��� .�
.t(c) ���� �� ���� '�-� ������� ����� �� ���

��� ������ .'� �� ������� �� ����� �� ���� ���� ,'�-� ������ ������� �� ���� .�
����� �� ������ (��� ����� �������� ����� �����) �������� ������� ������ ��� ����

.����� ��� ������ ���� ��� ��� �� ,������ ���� ���� �� �����

���� ��� s′ ����� ,s′ = s
( x
A(c)

)
���� val(A, s, φ(c)) = val(A, s′, φ(x)) .� .���������������

.s′(x) = A(c) -� x-� ����� y ����� ��� s′(y) = s(y) �������
.'�-� ��� s′ ���� ,val(A, s, t(c)) = val(A, s′, t(x)) .�

.������ ������ ���� .φ ����� �� ���������� ��� ������ .�
���� t1, . . . , tn -� �����-n ��� ���� ��� R-� ���� ,R(t1, . . . , tn) ������ ����� ��� φ .(i)
����� ���� '�-� ������� ��� ���� φ(c) = R(t1(c), . . . , tn(c)) ���� ����� ����� ��� .���
val(A, s, φ(c)) = val(A, s,R(t1(c), . . . , tn(c))) ���� ����
= A(R)(val(A, s, t1(c)), . . . , val(A, s, tn(c)))
= A(R)(val(A, s′, t1), . . . , val(A, s′, tn)) = val(A, s′,R(t1, . . . , tn)) = val(A, s′, φ)
.φ(c) = ψ1(c)�ψ2(c) ���� ����� ����� ��� .����� �� ��� �-� ���� φ = ψ1�ψ2 .(ii)
��� ,���� ��� .i = 1, 2 ���� ,val(A, s, ψi(c)) = val(A, s′, ψi(x)) ���������� ���� ���
val(A, s, φ(c)) = val(A, s, ψ1(c)�ψ2(c)) ,���� ����� ���� ����� �����
= t�(val(A, s, ψ1(c)), val(A, s, ψ2(c)))
= t�(val(A, s′, ψ1), val(A, s′, ψ2)) = val(A, s′, ψ1�ψ2) = val(A, s′, φ)

.φ = ψ1�ψ2 �� ����� ������ ����� ���� ������ .φ = ¬ψ .(iii)
���� ����� ����� ��� .x-� ����� ����� y-� ��� Q ���� ,φ = Qyψ .(iv)

���� ����� ��� ���� ,Q = ∀ ���� ,��� .φ(c) = Qyψ(c)
val(A, s, φ(c)) = val(A, s,∀yψ(c)) = mina∈A val(A, s

(y
a

)
, ψ(c))

���� ,s
(y
a

)
����� �� ,ψ ������ ���� ���������� ����� �����

= mina∈A val
(
A, s

(y
a

)( x
A(c)

))
= val(A, s

( x
A(c)

)
, ∀yψ) = val(A, s′, φ)

.max -� min ������ ,���� ��� ������ Q = ∃ ��
φ-� ����� ���� x-� ������ ,��� .φ(c) = φ ����� ����� ��� .��� Q ���� ,φ = Qxψ .(v)

,s(x) -� ���� ���� φ ��� ,����� ���� ����
val(A, s, φ(c)) = val(A, s, φ) = val(A, s

( x
A(c)

)
, φ)

���� φ ���� ,D0 ����� ������ ����������� ���� L ���� ������ ����� Γ ��� .� .333
.D0-� ����������� ��� Γ ∪ {¬φ} -� Γ ∪ {φ} ������� ��� ����� �� .L ���� �����

����� ������ ����������� ��� ��� ��� L ���� ������ ������ i ∈ N ,Γi ������ .�
.D0-� ����������� ��� ��

⋃∞
i=1 Γi ������ �� ���� .i < j ���� Γi ⊆ Γj -� �� ,D0

������ ����� ���� ����� ������ ���� ������ ��� ����� ��� ����� ������ .������������



������ ��� ������� ������ ��� ���� ��� ����� ���������� ������ D0 �����
.������ ������

�� σ ���������� ����� ����� �� ����������� ���� Γ ∪ {φ} �� .� .��� �������� �������� �����
���������� ��� φ → σ → ¬σ .Γ `D0

φ → σ ����� ���� ��� ���� ,Γ∪{φ} `D0
σ -�

���� .D0-� Γ-� ����� ��� ���� D0-� ����� ��� ,����� ���� ��� ,����
������� ����������� ���� ���� ,������ ���� ������ φ → σ, (φ → σ) → ¬σ `D0

¬σ

χ ���� ��� ����� ����� ����� ���� ������ ������ �� ��� ����) .Γ `D0
¬φ ����

��� (¬φ → σ) → φ ��� ������ ,���� ����� .(χ-� ����� ρ �� ρ ���� ���������� �����
Γ ∪ {φ} �� ,��� .Γ `D0

φ �� ����������� ���� Γ ∪ {¬φ} ��� ����� ,����������
���� φ,¬φ `D0

φ ∧ ¬φ -� �������� ,Γ `D0
φ,¬φ �� ������������ ���� Γ ∪ {¬φ} -�

.���������� ����� ��� φ ∧ ¬φ �� ,����������� Γ-� ����� ������ Γ `D0
φ ∧ ¬φ

����� �� ����� φ1, . . . , φn ��� ��� ,D0-� ����������� ����
⋃∞

i=1 Γi ������� ���� .�⋃∞
i Γi -� ������� φ1, . . . , φn ����� ������� ψ1, . . . , ψm ���� .

⋃∞
i=1 Γi -� σ ����������

ψk ∈
⋃∞

i Γi ���� 1 ≤ k ≤ m ��� .ψ1, . . . , ψm -� ����� �� ��� φ1, . . . , φn ����� ���
��� ��� ���� .i1, . . . , im ���� ������ ����� j ��� .ψk ∈ Γik

-� �� 1 ≤ ik ≤ m ���� ����
��� φ1, . . . , φn ����� ��� .ψk ∈ Γik

⊆ Γj ����� ����� ��� ,���� ,ik ≤ j 1 ≤ k ≤ m

.D0-� ����������� Γj-� ����� ������ ,Γj-� σ ����������� ������ �� D0-� ����� ��

������ ������ �� ����������� ���� γ ∪ {φ} ������ �� .������ ����������� ����������� �����
γ1, . . . , γn ������� ��� ����� �� .`D0

¬(γ1 ∧ . . . ∧ γn) -� �� γ1, . . . , γn ∈ Γ ∪ {φ}
��� ������� ����� ���� ,φ ��� γ1, . . . , γn ������� ��� ��� ,����������� Γ �� Γ-� ��
���� γ ∪ {¬φ} ������ �� ,���� ����� .`D0

¬(γ1 ∧ . . . ∧ γn−1 ∧ φ) ��� ,γn �����
.`D0

¬(δ1 ∧ . . . ∧ δm−1 ∧ ¬φ) -� �� δ1 . . . δm−1 ∈ Γ ������ ������ �� �����������
.`D0

¬(γ1∧. . .∧γn−1∧φ)∧¬(δ1∧. . .∧δm−1∧¬φ) ���� ∧ ���� �� ����� ���� �����
�����

¬(γ1∧ . . .∧γn−1∧φ)∧¬(δ1∧ . . .∧δm−1∧¬φ) → ¬(γ1∧ . . .∧γn−1∧δ1∧ . . .∧δm−1)
����� ������ ��� �� ����� .D0-� ���� ��� ���� ���������� ���

.Γ ������������� ������ ,`D0
¬(γ1 ∧ . . . ∧ γn−1 ∧ δ1 ∧ . . . ∧ δm−1)

�� γ1, . . . , γn ������ ������ �� ����������� ���� Γ =
⋃∞

i=1 Γi �� .�
�� 1 ≤ ik ≤ n ���� ���� γk ∈

⋃∞
i Γi ���� 1 ≤ k ≤ n ��� .`D0

¬(γ1 ∧ . . . ∧ γn) -�
,���� ,ik ≤ j 1 ≤ k ≤ n ��� ��� ���� .i1, . . . , in ���� ������ ����� j ��� .γk ∈ Γik

-�
,����������� ���� Γj `D0

¬(γ1 ∧ . . . ∧ γn) -� ������ .γk ∈ Γik
⊆ Γj ����� ����� ���

.������� ������

.���� P1, . . . , Pn ������� n �� �� �������� �������� ������� ������ ��� L ��� .444
i < k ���� �� φ1, . . . , φk ������ ���� ��� ���� ������ �� k ������ ����� ���

.����� �� ���� ?φi ≡ φi+1 �� ���� φi |= φi+1

�� ����� ������ ���� .����� ��� ��� ������ .2n + 1 ��� �� ����� k-� ����� .���������������
��� φ1, . . . , φk ������ ���� ��� ����� ���� ����� ,2n +1 ����� ������� ������ ����
����� ,���� ����� ��� �� ��� ��� ���� ,������ ��� ���� .2n + 1 ≥ ����� ��� �����

.����� ��� ��� ���� ������ ��



���� �� m(φ) -�� ,φ �� ������� ����� �� Models(φ) -� ���� φ ����� .������ ����������� ����������� �����
-� ���� ������ ������ ��� .φ �� �������

.Models(φ) = Models(ψ) ��� φ ≡ ψ -� ,Models(φ) ⊆ Models(ψ) ��� φ |= ψ

.Models(φ)  Models(ψ) ��� φ 6≡ ψ -� φ |= ψ ���
������ n ������ ����� P1, . . . , Pn ������ �� ������� ��� ����� ������ .����� �������� �������� ���
ψ(T ) = ψ ���� ψ ���� ��� .����� ����� 2n L ���� ������ ��� ,2 ������ ����� {T ,F}
��� ����� ����� ��� A-� ���� ��� ψA =

∧n
i=1 P

(A(Pi))
i A ���� ��� .ψ(F ) = ¬ψ -�

�� ���� ��� ��� ���� �� ���� ��� ����� ������ .(������ ���� ���� ,����� ��� �����)
����� ����� �� ψJ =

∨
A∈J ψA ����� �� ������� J ����� ����� ��� ��� ,������� ���

���� ����� ���� ��� ψJ -� �� ���� �� ����) .���� ��� J ������ ���� �� ���� ��� ,J
,L-� ������ �� ����� ����� A1, . . . ,A2n ��� .( ψJ =

∨
A∈J

∧n
i=1 P

(A(Pi))
i �� �������

.Models(φi) = Ji ���� ,φi = ψJi
���� (J0 = ∅) Ji = {A1, . . . ,Ai} ��� 0 ≤ i ≤ 2n -��

,φ0 . . . φ2n ������ ,Models(φi)  Models(φi+1) ����� ,Ji  Ji+1 i < 2n ��� �� ����
.����� ��� ,2n + 1 ������ �����

1 ≤ i < k ��� ��� ,����� ���� φ1, . . . , φk ��� .��� ������ ������ ���
��� ������ �� ����� ������ .m(φi) < m(φi+1) ����� ,Models(φi)  Models(φi+1)
( 0 ����) ������ ������ �� ���� ���� ��� m(φ1), m(φ2), . . . ,m(φk) ����� ��� 2n

���� ���� ��� ��) 2n + 1 ����� ��� ��� ���� ���� �� k ����� .2n-� ������ �����
����� ,2n ≥ ak ≥ k − 1 ���� ai ≥ i − 1 i ��� ���� ������ �� 〈ai | 1 ≤ i ≤ k〉

.(k ≤ 2n + 1
.j(1), . . . , j(n) -� ������ �� ���� ��� ���� �� ��-n ��� j �� .����� ��� - ���� ���������� ��� - ���� ���������� ��� - ���� �����

������� ���� ����� ����� �� χJ -� ���� ��� ���� �� ���-n �� J ������
��� A ����� �����

∧n
i=1 P

(j(i))
i ����� ����� ��� .

∨
j∈J

∧n
i=1 P

(j(i))
i

:���� ,j = 〈A(P1), . . . ,A(Pn)〉
.〈A(P1), . . . ,A(Pn)〉 ∈ J ��� A ����� ����� χJ ������ (1)

����� ,j1, . . . , j2n -� ,����� ������ ,���� ���� ,2n ��� ���� ���� �� ���-n-� ����
����� �� ���� .φm = χJm

-� ,(J0 = ∅) Jm = {j1, . . . , jm} 0 ≤ m ≤ 2n

���� Jm+1 = Jm ∪ {jm+1} -� ������ .����� ��� ,2n + 1 ������ ,φ0, . . . , φ2n

����� ��� A �� ,��� ��� .φm |= φm+1 �� ���� ���� .φm+1 = φm ∨ ∧n
i=1 P

(jm+1(i))
i

������ ���� �� �� ����� φm+1 ����� �� ,1 ≤ i ≤ n ��� ,A(Pi) = jm+1(i) �"� ������
��-n-�� ,φm = χJm

�� A-� ����� ���� φm ����� (1) ��� ����� ,A-� ����� ��� �����
.φm+1 6|= φm ��� .Jm -� ����� ���� 〈A(P1), . . . ,A(Pn)〉 = jm+1

�������� �������� ���� �� ,����� ���� ��� .����� ���� φ1, . . . , φk ��� .��� ������ ������ ���
��� .P1, . . . , Pn ������� ������� ���� ����� ����� ���� P1, . . . , Pn ���� �� �� ��������
�� ����� ��� ������ ������� ���� ����� ������� ����� ������� �� �� ������ ������ ���
������� ���� ����� ������ ����� �� ����� ����� ��� ����� ������ ��� ��� .���������
,������ ���� �� ������ ,fm+1 = χL ,φm = χJ ����� 1 ≤ m < k ��� .P1, . . . , Pn -�
.χL 6|= χJ ���� χJ |= χL ,����� ��� ,��� ,��� ���� �� ���-n �� ������ �� L-� J ����
�� .〈A(P1), . . . ,A(Pn)〉 = j �"� ������ ����� �� Aj -� ���� ��� ���� �� j ��-n-�
���� (1) ��� .Aj-� ����� χL �� χJ |= χL -� ������ .Aj-� ����� χJ (1) ��� ,�� j ∈ J

.J ⊆ L �� ������ �� .j ∈ L

(1) ��� ��� .�� ����� ���� χJ ����� A-� ����� χL-� �� A ���� ���� χL 6|= χJ -� ������



����� ���� ���� ,J  L ���� ,J-� ����� ����� L-� ����� 〈A(P1), . . . ,A(Pn)〉 ��-n-�
-� ���� �� ��� .φm+1-�� ��� ��� φm-� ������ ����� ���� ����� ,L ����� ����� ��� J

.������ ������ �� ���� ����� ��� d(1), . . . , d(k) �� φm-� ������ ����� ���� �� d(m)
�� ���-n-� ���� ���� ,2n ����� ��� ��� ������� ���� ����� ����� ����� ����� ����
��� ����� ��� 2n ≥ ��� ������ ������ �� ���� ����� .d(n) ≤ 2n ���� ,���� ����

.( k − 1 ≤ d(k) ≤ 2n ���� d(i) ≥ i− 1 ���������� ��) k ≤ 2n + 1 ���� 2n + 1 �����


